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1. Elemente de algebra
1.1 Grupuri
1.1.1 Lege de compozitie interna ( operatie algebrica ),
table operatiei, parte stabila
a) Notiuni teoretice si exemple

Definitie. Fiind datd o multime nevidd M, numim lege de com-
pozitie pe multimea M, o functie ¢: M X M — M.
Legea de compozitie se noteaza cu diverse simboluri: +, ,*,
° 1,--- si atunci se foloseste una din notatii ¢ (x,y) = x +,
e, y) =xy,p(x,y) =x*y, ,
Exemple. a) Operatia de adunare ,,+” pe multimile Z,Q,R, C.
b) Operatia de inmultire ,,-” pe multimile N, Z, QR,C
¢) Operatiile de adunare si inmultire pe multimea matricelor
M, (C).
Observatie. Daca multimea M este finita, atunci legea de
compozitie ¢ poate fi reprezentatd printr-un tabel.
Exemplu. Fie M = {1,2,3}si 9: M X M - M, (x) = min(x, y).
Avem: min(1,1) = 1; min(1,2) = 1, min(1,3) = 1;
min(2,1) = 1; min(2,2) = 2; min(2,3) = 2;
min(3,1) = 1; min(3,2) = 2; min(3,3) = 3.
Tabelul este urmatorul:

Definitie. Fie M o multime nevida si @: M XM — M o lege de
compozitie pe M. O submultime nevidd ScM se numeste parte
stabili a lui M in raport cu legea @, dacé oricare ar fi x,y € §, rezultd
@(x,y) €S.

Exemple. a) Multimile de numere N, Z, Q sunt parti stabile ale
lui R in raport cu operatia de adunare si in raport cu operatia de
inmultire.

b) Dacd A este o multime nevida, atunci multimea functiilor:
Fij ={f:A— A f este injectivi} este parte stabild a multimii
Fy={f:A—- A} in raport cu compunerea functiilor. deoarece
compunerea a doua functii injective este tot functie injectiva.
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Proprietati
). Asociativitatea

O lege de compozitie notata *: M X M - M se numeste asociativa
dacd (V)x,y,z € Mavem: (x *y)  z = x * (y * 2).

Exemple de legi asociative.
a) Adunarea pe multimile de numere N,Z, Q R, C este asociativa
deoarece: (x +y) +z = x+ (y + 2) pentru orice x, ¥,z in fiecare
din multimile din enunt.
b) Tnmul;irea pe multimile de numere N,Z, Q, R, C este asociativi
deoarece: (x-y)-z =x"(y-z) pentru orice x, ¥,z in fiecare din
multimile din enunt.
¢) Adunarea matricelor pe multimea M, (C) este asociativi
decarece: (A+B)+C =4+ (B+(),(V)4,B,C M, (C).
d) fnmu];irea matricelor pe multimea M, (C) este asociativi
deoarece: (A-B) C=A-(B-C),(Y)A,B,C € M, (C).
¢) Compunerea functiilor pe multimea F, ={f:A—> A} este
asociativa deoarece (fog)oh = fo(goh), (V)f, g, h € E,.

Exemple de legi care nu sunt asociative
a) Scaderea pe multimile Z, Q, R, C, nu este asociativa deoarece:
(4-2)-5%4-(2-5).
b) Scédderea matricelor pe multimea M, (C) nu este asociativa

e (5 3= )= 9+
G D-(C V- Y)

2) Comutativitatea

O lege de compozitie notatai +M XM > M se numeste
comutativa dacd (V)x,y € Mavem: x *y = y * x.

Exemple de legi comutative
a) Adunarea pe multimile de numere N, Z, Q, R, C este comutativi
deoarece: x +y = y + x pentru orice X,y in fiecare din multimile din
enunt.
b) inmulgirea pe multimile de numere N,Z QR,C este
comutativa deoarece: x -y =y - x pentru orice x,y n fiecare din
multimile din enunt.



¢) Aduparéa matricelor “pe  multimea 1 <M/(C) este comutativa
decaréce: A4 Bi= B +.A(V)A, BheM; (C).
Exemple de legi care nu sunt comutative
a) Scaderea pe multimile Z, Q, R, C, nu este comutativa deoarece:
5-3#3-5.
b) Scaderea matricelor pe multimea M,(C) nu este comutativa
deoarece: (2 3) - (1 2) ¥ (1 2) = (2 3).
4 5 3 4 3 4 4 5

¢) Compunerea functiilor pe multimea Fy = {f:A - A} nu este
comutativi deoarece fiind date functiile f,g:R =R, f(x) = x + 1,
g(x) = x2,(fog)(x) = x* + 1si (gof)(x) = (x + D%
3) Element neutru

O lege de compozitie notata *»:M XM — M admite element
neutru daci (3) e € M astfel incat sa avem: x*xe =e*x =
=x(V)x € M.

Observatie. Dacd legea * este comutativd, atunci se determina
e €M astfelincat x xe = x (V)x € M.

Exemple de legi care admit element neutru
a) Numiarul 0 este element neutru in raport cu adunarea
numerelor intregi, rationale, reale.
b) Numiarul [ este element mneutru in raport cu inmultirea
numerelor intregi, rationale, reale.

¢) Matricea (8 8) este element neutru in raport cu adunarea

matricelor din M, (R).

Exemple de legi care nu admit element neutru
a) Multimea numerelor naturale pare {2k | k € N} este parte stabild a
lui N in raport cu inmultirea si legea indusa de inmultire pe aceasta
multime nu admite element neutru. Intr-adevar daca ar exista
e € {2k |k €N} incit e=ex =x(¥)x € {2k|k €N} , atunci
e = 2k = 1cuk € N, ceea ce nu se poate.
4) Elemente simetrizabile

Fie M o multime nevida si o lege de compozitie notata
M XM — M care admite element neutru. Un element x € M se
numeste simetrizabil in raport cu legea de compozitie * daca



(3) x €M astfel Tneat sa avem +' %% = x"* x = e. Elementul
x-S numeste simetricul elementului x fata de legea de compozitie *.

Observatie. Dacd legea de compozitie * este In plus si asociativa,
atunci simetricul unui element x daca exista este unic.

Teorema. Fie M o multime nevida si o lege de compozitie notata
multiplicativ. - : M XM — M care este asociativd si care admite
element neutru.

a) Daca e € M admite element neutru, atunci e ™+ = e.

b) Daci x € M este inversabil, atunci si x ™! este inversabil si are loc
relatia: (x )1 = x.

¢) Daca x,y € M sunt inversabile, atunci si xy este inversabil si are
loc relatia: (xy)™! = y~1x7 L.

Exemple de elemente simetrizabile in raport cu o lege de
compozitie
a) Orice x intreg, rational, real sau complex este simetrizabil in
raport cu adunarea si admite ca simetric pe - x.

b) Orice x # 0 rational sau real este simetrizabil in raport cu

1

inmultirea si admite ca simetric pe % :
¢) Orice matrice A € M, ,(C) este simetrizabila in raport cu
adunarea matricelor si admite ca simetric pe - A.

Exemple de elemente care nu sunt simetrizabile in raport cu o
lege de compozitie
a) Orice x € N* nu este simetrizabil in raport cu adunarea deoarece
—x¢ N.
b) Orice x €Z" nu este simetrizabil in raport cu inmultirea

1
deoarece — ¢ Z.
X

b) Probleme rezolvate

1. Fie M = {0, 1, 2}. Stabiliti daca M este parte stabila a multimii
N in raport cu fiecare dintre urmatoarele legi de compozitie:
a) x*y=x+y b) x * y = max{i, y}.

Solutie. a) Tabelul este urmatorul:




EvidentMmeste parté stabild'danltiminN in raport cu
X y=lx £y,
a) Tabelul este urmatorul:

max

Evident M este parte stabila a multimii N in raport cu x * y =
= max{x, y}

2. Aratati in fiecare din urmatoarele cazuri ca multimea M este
parte stabild a multimii E in raport cu legea de compozifie specificata:

a) M=[-5,4%),E=R, x*y=xy+5x+5y+20;
b) M=(-LO),E=R.x*y=xy+x+y;
3xy —4x -4y +6

) M=(L2),E=R,x*y= .
) (1:2) Y oy —3x 3y+5

Solutie. Se arate ca (V)x,yeM rezultd x*xye M.
a) X,y € [-5,+0)=x > -5y=>-5=x+5=20,y+5=0.
x*y>-5xy+5x+5y+2520=(x+5)(y+5)=0. ceea
ce este adevarat.
b)) x,y€(-1,0)0=x+1>0y+1>0,x<0,y<0.
Se demonstreaza: —1 < x*y <0 -1<xy+x+y<0s
Sx+D(y+1)>0 si x(y+1)+y <0, inegalitditi evident
adevarate.
Ox,y,e(1,2y=>x=1+a,y=1+bundea. be (0,1).
_3ab—a-b+1

2ab—a—-bh+1
3ab—a-b+1 ab

>l >0

2ab—-a—-b+1 ab+(1-a)(1-b)

(1-a)-(1-5)

ab+(1—a)(1-h)

adevarata oricare ar fi a, be(0.1).

yxy=(1+a)*(1+b)=...

x*y>leo

X*p<2S

3. Aritati in fiecare din urmatoarele cazuri ca mul{imea M este
parte stabild a multimii E in raport cu legea de compozitie specificata:
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d) M=J4903). B4R Xy =42 +52Q7§ -

X 2y
b) M=

3v 4x
¢) M =(l,4+0)x(2,4x). E =RxR,
() *(x,y)=(x'-x—x"+2, yy'— 2y=2y'+6).

Solutie. Se arate ¢ (V)x, ye M rezulti x* VYEM.
A)X,YE[4+0)=2x24,y>4=2x2 > 16,2 > 16 =

:x2+y2—16216:>1/x2+y2—1624=>x*y€[4,+oo).

b) Fie 4,8 € M=>4 = (& iz),s =( i‘:), anili

o ate 2(b+d)y re 2f)
undee =a+c€E€Nsif=b+deN.DeciA+BeM

x,yel 'J[ .E=M,(R), adunarea matricelor:

)Xy, () eM=xx>1:p,y>2.
(x5, 0) * (X, ) =0x' —x—x"+2, 3 = 2p— 2y +6)

Se aratd cu uguringd cixx' —x —x'+ 2> | si
W=2y=2)'+6>2,(V)x. x'>1:y, 3> 2. Deci (x, y)*(x', ') e M.

4. Determind a e R astfel incat multimea M = [1,+o0) sa fie
parte stabila a lui R n raport cu legea x * y =xy—x—-y+a.

Solutie. Trebuie sa determinam pe a € R, astfel incat oricare ar fi
X,y EM=][1,+o0)sdrezultex*y € M = (1, +o0).

Avem:x,yeMz[1,+00):>x21,y21:x—120§i
y—1=0.
x*yEM=[l+to) =@ x+ry>2loxyy-—x—y+a>1
Sxy—x—yt+tltazl+leox(y-1)-(y-1)>2-q
=S-Dxk-1)>2-a=2-a<0ea>2.

S. Ardtati cd urmatoarele legi de compozifie sunt comutative:
a) x*y=Txy-T-(x+y)+8 pe (I, +o);

-6 5
b) x*y = Xy =6 pe (—,Jroo].
x+v-5 2

10
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Solutie.. Se aratd maivintai ca multinile (1, +00) si (5, +00) sunt
parti stabile ale lul R in raport cu legea * corespunzatoare.
a) x*y=Txy—7(x+y)+8=Tyx —=7(y+x) + 8=y *x.
xy—6  yx—6
x+y—=5 y+x—5

D) X *xy = =y *Xx.

6. Aratati ca urmatoarele legi de compozitie nu sunt comutative:
i : . x oy
a) inmultirea pe multimea M = g x,veNy;
y
b) x*y=x"" pe N.

2x
Solutie. a) Fie A, B € M,A = (é 2) iB = (i é) Atunci;

5,00 -G plen G G D

10 26
b) Luimx = 2,y = 4siavem: 2 x4 =2%"1 =23 =85id4x2 =

= 4271 = 4 Evident 2 * 4 # 4 * 2 si legea * nu este comutativa.

) Evident AB # BA si iInmultirea nu este comutativa.

7. Aratati ca urmatoarele legi de compozitie sunt asociative:

pe (—L1);

X+
a) X*¥y=
I+xy

b) x*y=4/x?p? x>~y +2 pe (I, +x).
Solutie. a) Fie x,y,z € (—1,1). Avem:

xX+y

+z

x+y 1+xy x+y+z(14+xy)
(x*y)*zz K== ST =
1+xy 157 1+xy +(x+y)z
_ xty+zixyz
1+xy+xz+yz'
+y+z
( ) y+z YTz x(+yz)+y+z
xx(y*z)=xx* = =
Y 1+yz  14x- y+yz 1+yz +x-(y+2z)
_ xtytztxyz
1+xy+xz+yz )

Evident (x*y)*z=x=(y*z) (V)x,y,z€ (=1,1) si atunci
legea * este asociativa.
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b) Fiex, y,7z'€ (1,60) 'Avem:

@ £ y)x 7= X2yl = x2 | — YOS 7 =
=V (x2y? —x2 —y2 +2)22 — (x2y2 —x? —y2 + 2) — 72 4 2 =
== Jx2y222 —x2yZ — y272 _ 7257 y xZ | 2 § 52,

x*(y*z):x*\fyzzz—yz—zzq-Z:
:\/xz(yzzz—y2—22+2)—x2—(yzzz—y2—22+2)+2=
=-~-:\/xzyzzz—xzyz—y222—22x2+x2 +y2 + 72

Evident (x*y)*z=x+*(y*2z) (V)x,y,z € (1, ) sl atunci
legea * este asociativa.

8. Ardtati cd urmatoarea lege de compozitie nu este asociativa:

X+y
X*y= e R-{1}.
. x2+y2 p l}
Solutie. Fie 0,2,3 € R— {1}. Avem:
5
_ 243 5 0+ g3
= e T ey
A
0+2 _1 _Z+3_14
Or2)3=gmmr3=3"3=55-5

Evident 0 + (2 * 3) # (0 * 2) * 3 si legea * nu este asociativa.
9. Calculati elementul neutru fata de legea:

2) Xy =———"— pe (0.1);
2xy—x—y+I
b) x*y=x""" pe (0,Hu(l,+w).
Solutie. a) Fie e € (0,1) elementul neutru. Deoarece legea * este

comutativd determinam pe e € (0, 1) din egalitatea x * ¢ = x <

e
@x—:x,(v)xe(o,l) S xe=2x%e—x? —ex+x
2xe—x—e+1

(Mx €(0,1) & 2e(x —x%) = x —x* (V)x € (0, 1).
Cum x € (0,1) = x—x%2#0 si atunci simplificdnd cu x — x?

NS

. 1
obtinem2e =1= ¢ = 5 € (0,1). Elementul neutru este

12



n) Fie E€ (0, 1) U (1) elementl] nedtru) Deoarece legea * este

comutativi determindntpe E din'égalitatea x « E = x & x° WE = x
1 3
sau3InE =1=InkE =§:>E = e3.

10. Sa se arate ci nu existd element neutru fata de legea:
dxy+3 3
X*y=-—-"——— pe | —00,—— |

dx+4y+4 2
Solutie. Presupunem ca existd element neutru e fatd de legea *
. . 4xe+3
care este comutativa. Atuncix *xe = x = ———— =X =
4x+4e+4

=4xe+3=4x’+4xe +4x 2 4x* +4x-3=0=>
1 3\ . 3 3
=t (oo D)sing = — e (oo~ )

11. Studiati simetrizabilitatea elementelor urmétoarelor mulfimi
in raport cu legile de compozitie specificate:

a) M :[4,+oo);x*y:«/x2+y2f16;

b) M=(0,1);x%y=—2
2xy—x—y+1
Solutie. a) Se calculeaza mai intdi elementul neutru care este 4.
Deoarece legea * este comutativa, pentru orice x € [4, +00) de-
termindm x € [4, +00) astfel incat x * x =4=>Vx2+x2-16=
—4=x?+x2-16=16=>x2=32—x?=x =32 -xZ
Trebuie si demonstrim ci x* € [4,+0) & x >4 <
= x?>16 =32 —x*>>16 & x? < 16, adevirat.

1. .
b) Elementul neutru este 5 si atunci avem:

1 xx' 1 ,
xxy' =—>>——~ = — > x'=l-x.
2 2xx'—-x—-x'+1 2

Evident dacax € (0, 1) = x' € (0, 1).

13



¢) Probleme propuse'spre rezolvare

L. Fie M ={0,1, 2} si legile de compozitie pe N:
a) x*xy=x+y b) x*y=x+2y c) x*xy = |x-—y|
d) xxy =[x+ y| e) x *y = max{x, y}.

Efectuati tabelul si stabiliti daca M este parte stabild a multimii N
in raport cu fiecare lege de compozitie.

Aratati ¢d M este parte stabila a multimii N in raport cu un numér
de legi de compozitie egal cu:

0 1 2 3 4

2. Fie M ={0,1,2,3} si legile de compozitie pe N:
a) x*xy=x+y b) x*xy=x+2y c) x*y=|x—2y|
d) x*xy =|x+ 2y| e) x *y = max{x, y}.

Efectuati tabelul si stabiliti daca M este parte stabild a multimii N
in raport cu fiecare lege de compozitie.

Aratati cd M este parte stabild a multimii N in raport cu un numar
de legi de compozitie egal cu:

0 1 2 3 4

3. Valoarea lui a € C astfel incat multimea M = {—1,1,1,a} sa
fie parte stabila a lui C in raport cu inmultirea este:

-1 0 1 i —i
4. Valoarea lui a € R astfel incit multimea M = [1, + ) sa fie

parte stabila a lui R in raport cu legea de compozitie x * y = xy —
~Xx — ¥ + a este egala cu:

-2 -1 0 1 2
5. Valoarea lui a € R astfel inct multimea M = (2, + ) si fie

parte stabila a lui R in raport cu legea de compozitie x * y = xy —
—2x — 2y + a este egala cu:

2 3 4 5 6

6. Valoarea [ui a € R astfel incat multimea M = [1,+c0) si fie
parte stabild a lui R in raport cu legea de compozitie x * y =

= /x2y? — x? — y% + a este egala cu:
14



